Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1. Base — 1, exponente csc x — oo: forma 1%

In(x + cos x)

2. Iny = cscx In(x + cosx) = , de la forma g.

) sen x
3. L’'Hopital:
lim Iny = lim 1_S¢:1
x—0* x—0+ (x + cos x) cos x
4. lim (x + cos x)°¢¥ = ¢l =e.
x—0"
Ejercicio 2B.6.2 «— volver
—e¥+1 0
1. Forma oo — co. Comtin denominador: >~ ( 1) , de la forma o
X
2. L’Hopital: 1-¢ , otra vez 9
ex X 0
3. Otra vez: S N _—1
2eX + xe* 2
4. El limite vale —%.
Ejercicio 2B.6.3 « volver
en(z_ 0
1. Forma oo - 0. Como cociente: — , de la forma o
4 1
2. L’'Hoépital: numerador cos( ) (- 2x2) denominador — o
3. Cociente: 2 Cos(a) — 2cos0.
4. El limite vale 2.
Ejercicio 2B.6.4 « volver
1. Base — 1, exponente coth x — co: forma 1%.
In(1 — senh x
2. Iny = cothx In(1 — senh x) = ¥ de la forma 2.
tanh x 0
3. L'Hopital:
—cosh x/(1 — senh x)

lim Iny = lim =-1

x—0* x—0* sech2 x
4. lim (1 — senhx)®thx = g1,

x—0"

Ejercicio 2B.10.1 - L’Hoépital dos veces con la exponencial <« volver

s 110 _ 0
1. Al sustituir: T o

T 0
2. L'Hopital: , otra vez .

X eO

3. Otra vez: SRR —.
2 2

4. El limite vale %
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Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de convergencia, Maclaurin y Taylor

Ejercicio propuesto 4B.6.5
Adaptado de: 1er final 2017-2, tipo A, problema 1.

Obtenga la serie de Maclaurin de la funcion

1
8x) = 2(x — 1)%

)

1

Resultado: - Z(n + 1)x"
2 n=0

— Resolucién en el Apéndice E, p. 179.

1 3
=3 +x+ Exz +2x3 + ..., para |x| < 1.

4B.7 Errores frecuentes

= Concluir convergencia porque a, — 0. El término n-ésimo solo sirve para probar
divergencia: % — 0y la armoénica diverge.

= Aplicar Leibniz sin revisar el limite. Si b, no tiende a cero, la serie diverge aunque
alterne, como Z(—l)”*lfl/(”*l).

= Olvidar el analisis de los extremos. El cociente da L = 1 en ellos y no decide; hay
que sustituir cada extremo en la serie y estudiarla con otro criterio.

= Sustituir el extremo mal. Con x = 0 en (—1)"(x — 4)" queda (—1)"(—4)" = 4": los
signos se cancelan. Escribe las potencias completas.

] Equlvocar el primer término de una geométrica. En Y.

lasumaes— 4o _2 2 o —4_

1-r — 2/3 3 1-1/3°
" Perder el término constante o el indice. En una serie de Maclaurin, el términon = 0
es f(0); revisa que el indice inicial del término general reproduzca el primer término

de la tabla.

= Olvidar el n! del denominador. El coeficiente es

n=1 3"“ el primer término

; sin el factorial, la serie de e*

")
n!
se convierte en la de ﬁ

4B.8 Formulario de emergencia de la unidad
= Término n-ésimo: lima, #

Atrica:r SO0 n—1
= Geométrica: ),,_, ar

0 = Y a, diverge.
= %r si|r| < 1; diverge si|r] > 1.
= Serie p: 2 L converge siy solo si p > 1.

an+1

» Cociente: L = lim ; L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide.

an

, a . ,
= Comparacion en el limite: lim h—" = ¢ € (0, 00) = mismo carécter.
n

= Leibniz: Y(~1)"*1b, converge si b, decrece y b, — 0.
o f®
= Taylor: f(x) = ¥otg L2 (x
- 1——zn Ox en (-1, l)
=Y, soenR
_ 00 ( 1)n 2n+1
SenX = Yo G

—1)" 2n
" COSX =Yoo % enR.

— a)"; Maclaurin con a = 0.

,enR.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

E.2A - Unidad 2 - Parte A - La derivada: reglas, implicita y paramétrica,
tangentes y razon de cambio

Ejercicio 2A.6.1 «— volver
.y =coslp =3 2p-1 21 i iti _lp(Ls
1. Punto: y = cos“ 0 = ;= sen 0= ;=X = 4;iCon abscisa positiva, x = 5 P(z’ 4).
2. Derivadas respecto a 6: ZXZ—;C =2senfcosfy d—z = —2cosfsend.
. d — . o .
3. Cociente: 2 = —Zsenfcosd -5, (Lo mismo sale al eliminar el pardmetro: y =
dx senfcosf/x

1—sen’0=1-x2%)
4. Enx = %:mz —l,Tangente:y—% :—(x—%) =4x+4y—-5=0.
5. En el otro punto de ordenada Z, (—%, %), la pendiente es 1 y la tangente es 4x—4y+5 = 0.
Se agregd «y abscisa positiva» al original.

Ejercicio 2A.6.2 <« volver
1. Sea P(a,a?). La tangente tiene pendiente m = 2a; la recta, my = 3.
o _ 4 _ |3—2a
2. tan45° =1= |—F dos casos.
3—2a 1+6a 1 1
3. Trea =1=3-2a=1+6a=a= pconm= .
g4, 22— 4 =3-2a=-1—-6a=a=-1,conm=—2.
1+6a
—(-2) 1373
5. Comprobacién: con m = —2, 3 1(76 =—1;conm = 2 1+_§ = 1. En los dos el angulo
2
agudo es de 45°.
. P(— 11
6. Puntos: P(—1,1) yP(4, 16).
Ejercicio 2A.6.3 « volver

1. Variables: y (recorrido de A), x (de B), h (distancia entre ellos). Datos: 3 dx _g

@
(m/s).
2. Instante: y = 9 alost = 3 s; entonces x = 5(3) = 15y h = /81 + 225 = /306 = 3./34.
3. Ecuacién: h? = x? + y2. Derivando: Zh% = ZxZ—); + Zy%,

4. Sustitucion: 34
15(5) +9(3 02 - 4
dh ( ) ( ) — 1 = — __\fiiln/&

dt 338 3V34 V34
5. Comprobacion: h = [(3t)? + (5t)2 = \/34t, que crece siempre a v/34 m/s.

Ejercicio 2A.6.4

«— volver

. a) Se simplifica primero: Ine? = y. La ecuacién es e — x = y.

. Derivacién implicita: € (y + xy’) — 1 = y’.

1-ye?

f xev—1"

. b) ii—’: =9cosh(3t) y d—{ = 6 senh(3t) (sin cambio de signo: (coshu)” = senhu u’).

dy _ 6senh(3) _ 2
*dx ~ 9cosh(3t) ~ 3 tanh(3t).

. Se agrupa: (xe™ — 1)y’ =1—-yeV =y =

g W N =

Ejercicio 2A.6.5

«— volver
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Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de convergencia, Maclaurin y Taylor

3. La serie converge. (Su suma es aproximadamente 1.077, no %.) También se decide

. 1
por comparacion con Y, ol

4B.10.2 Visualizacién y uso de las series

Sumas parciales. El programa pide ver con software la convergencia y la divergencia: se
calculan las sumas parciales Sy y se grafican contra N. Para lz S10 = 1.550, S99 = 1.635
n

2
Y S1000 = 1.644: se estabilizan cerca de = = 1.645. Para la arménica Y, %, S0 = 2.93,
S100 = 5.19 ¥ S1g00 = 7.49: crecen sin limite, aunque despacio (mas o menos como In N).
Una grafica que «parece» estabilizarse no prueba la convergencia: la decide un criterio.

Error al cortar una serie alternada. Si una serie alternada cumple el criterio de Leibniz,
el error al cortarla en un término es menor que el valor absoluto del primer término que
se omite.

Uso en ingenieria. Cortar una serie de Taylor da un polinomio que aproxima la funcién
cerca del centro. Asi calculan una calculadora y una computadora sen x, e* o In x, y asi se
simplifican modelos: para angulos pequefios, sen § = 6 convierte la ecuacion del péndulo
en una que se resuelve a mano; v1+x = 1+ § y € = 1 + x linealizan una funcién cerca
de 0 (es la diferencial de la Parte 2A).

Ejercicio propuesto 4B.10.1 - Una serie con logaritmo
[oe]

Determine el caracter de Z
n=2

1
nlnn’

Resultado: Diverge.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 179.

Ejercicio propuesto 4B.10.2 - Una serie con exponencial
(o]
.

. ’ — 2 . . .
Determine el caracter de » ne™ con el criterio de la integral.

n=1
Resultado: Converge (la integral vale i).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 179.

Ejercicio propuesto 4B.10.3 - El error de la aproximacién del péndulo

Con la serie de Maclaurin de sen x, acote el error de la aproximacién senx =~ x para
x=0.1.

3
Resultado: El error es menor que % = 1.67 x 107* (el error verdadero es 1.666 x 1074).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 179.

Con la computadora

# Sumas parciales de 1/nA2 y su suma; serie de In(1 + x)
from sympy import Rational, log, oo, pi, series, summation
from sympy import symbols

n = symbols("n", integer=True, positive=True)
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

senx .
cosx’

3. b) Forma g. Contanx =

xZ

2
x
:( )cosx—>1~1:1.
sen x tan x sen x

4. Resultado: a) —3; b) 1.

Ejercicio 1B.6.4 <« volver
1. a) Forma g. Doble racionalizacién:
(x=3){x+3)=x-09,
(4-Vex-2)4+V2x—2)=18—2x = —2(x - 9).
2. Se cancela x — 9:
VX-3 _ 4+x-2 8 _ 2
2x — 2 2(Jx +3) 12 3
3. b) Forma g:
4tan2x _ 4 tan2x 3x 2x 4 2 _38
3sen3x 3 2x sen3x 3x 3 3 9
c) Forma 2. Se divide entre x?:
6+2+ L
X X — 6
1+2-2
X X
5. Resultado: a) —g; b) %; c)6
Ejercicio 1B.6.5 <« volver
1. a) Forma (9). Conx=t*(Jx=t1t—1):
4 -1+
tor _ He— 1 ):t(t2+t+1)—>3.
t—1 t—1
2. b) Forma (9):
tan2x _ 2 tan2x  3x 2
sen3x 3 2x sen 3x 3
3. Resultado: a) 3; b) %
Ejercicio 1B.6.6 <« volver

1. Dominio: x? — x = x(x — 1) # 0, asi que Dy = R\ {0, 1}. Simplificacion:
—1)? _
g(x)zu:x—lzl—l (x#0, x #1).
x(x—1) x x
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Apéndice A - Formulario

1 Volver al indice

Las férmulas de todas las partes, en el orden del cuaderno. El examen no permite formula-
rio: este apéndice es para escribirlo de memoria y comprobar.

A.1 Parte 1A - Funciones

Dominio: \/u = u > 0; i =u+#0;lnu=u>0;angsenu, angcosu = |u| < 1.
Dg | g(x) € Df} . ng = Df N
Inversa: Dg-1 = Ry, Rp-1 = D; F(f71(x)) = x; grafica simétrica respecto a y = x.
Inyectiva: estrictamente creciente o decreciente; recta horizontal corta una vez.
y = k + cyJa? — (x — h)?: circunferencia (¢ =
eyJ(x — )% — a2 0 \/(x — h)? + a?: hipérbola.
y=flx—h)+k: traslaci()n (h,k) - —f(x): reflejo en el eje x - f(—x): enel eje y
Paramétricas: sen®t + cos t=1-sec’t—tan’t = 1- cosh®t — senh®t = 1.
angsen: [—-1,1] » |-% ] angcos: [-1,1] — [0, 7] - angtan: R — (—%

f .
Dty ={x € D, - en =, adem * 0.
fog = 1% g - en <, ademds g(x)

1) o elipse de centro (h,k); y =

NS

Inx & = exlna_
Ina

X —X _ _
senhx = , coshx = e+2e - senh 'x = ln<x+\lx2+l) ~coshlx =

ln(x+\/x2—1) tanh™ x—ll Libx

X = x (x > 0), Ine* —x~10gax—

ef—e™

1-x

A.2 Parte 1B - Limites y continuidad

lim,_,, f(x) =L < lim,_, f(x) =lim,_,,+ f(x) = L.

Indeterminadas: %, g 00 — 00, (- 00, 0 (k # 0): limite infinito o no existe.

Brad=(rra)x®Fax+a?) - WA-B)(A+B)=A- B
Raices ¢x, §x: x =t", m = mcm(pq)t—>\f

1—cosu 1—cosu

Conu — 0; SBE _, p . fanu 4. 5 - 1. — 0.
u u 2 u

sen ku _senau _ a tanau a
sen bu b senbu b’

Al infinito: % — 0; dividir entre la mayor potencia del denominador; \/; = |x].
Cociente de polinomios al infinito: grado menor arriba — 0; grados iguales — cociente
de coeficientes principales.

Asintota vertical x = a: un lateral es oco. Horizontal y = L: lim, .o f(x) = L
Continuidad en c: f(c) definida - lim,_,. f(x) existe - lim,_,. f(x) = f(c).

e ¥ 5> 0six > oo-tanhx — +1six - o0 -senh0 =0, cosh0 = 1.

A.3 Parte 2A - La derivada

f(x) = limy,_, w - derivable = continua.
’ _ ’ ’ u\’ _ VU lIV ’ _ 1 /
w) =w +v - (;) = ) = nu" (\F)

(senu)’ =cosuu’ - (cosu) = —senuu’
(cotu) = —csc®uu’

- (tanu)’ = sec’uu’ (sec u) =secutanuu’.

- (cscu) = —cscucotuu’.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

Ejercicio 1A.6.6 « volver

1. El rectangulo mas grande que se corta del tronco esta inscrito en el circulo: su diagonal
es el diametro D.
2. Sih es el alto, por Pitagoras x? + h? = D?, asi que h = /D? — x2.

3. Area: A = xh = x|D? — x2.

4. Dominio: x >0y h > 0, es decir, 0 < x < D.
Ejercicio 1A.10.1 - Una funcién dada en forma implicita <« volver

1. Despeje: 9y? = 36 — 4x? = % = %(9 - xz) =y= i%xw — x2. La condicién y < 0
elige el signo negativo.

2. Dominio: 9 —x? >0 < —-3<x<3.

3. Recorrido: la raiz va de 0 (en x = +£3) a 3 (en x = 0), asi que y vade —2 a 0: [-2,0]. Es

2 2
la mitad inferior de la elipse % + yT =1

Ejercicio 1A.10.2 - Volumen de una caja como modelo « volver

1. La base es un cuadrado de lado 30 — 2x y la altura es x: V = x(30 — 2x)2.

2. Dominio: x > 0y 30 — 2x > 0, es decir, 0 < x < 15.

3. V(5) = 5-20% = 2000 cm>. (El volumen maximo se obtiene en la Parte 2C: justamente
x=25.)

Ejercicio 1A.10.3 - Logaritmo de una cuadratica <« volver

1. Dominio: el argumento del logaritmo debe ser positivo: 4 — x2 >0 < -2 <x < 2.

2. Recorrido: 4 — x2 toma todos los valores de (0, 4] (el maximo, 4, en x = 0). Como In es
creciente, f toma todos los valores de (—0,In 4]: cerca de x = +2 el argumento tiende
a 0" yIn tiende a —co.
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A.6 Parte 3A - Integrales definida e indefinida

b—a

» Riemann: Ax = o X=a +iAx,

b n
[ srax= tim 3 sy v
a i=1

2
. 1 : 1)(2n+1 - 1
e N DT [@] .

= Valor medio: f = ﬁ jab f(x)dx. TVM: existe ¢ € [a,b] con f(c) = f.

» TFC: f: f(x)dx = F(b) — F(a), con F’ = f.
= Limites variables:

d g(x)
I F@dt = f(g(x)) g'(x) = f(h(x)) b’ (x).

a h(x)

| % =Inluy| + C; [ tanudu = —In|cosu| + C; [ cotudu = In|senu| + C.

du _ 1 u . du u
. J'a2+u2 = _angtan - +C,jm = angsen _ +C.

A.7 Parte 3B - Aplicaciones de la integral

» Areaenx: A= f:[f(x) - g(x)] dx, con f arriba.
» Areaeny: A= ch [Xder = Xizq | d-

s Arco, cartesianas: L = fab \/H[]‘de.

= Arco, paramétricas: L = Ittlz 22+ p2de

= Arco, polares: L = ff de@.

= Discos y arandelas: V = = I:(RZ - rz)dx (o dy).
= Capas:V =21 fab p hdx, con p la distancia al eje.

. - 1+cos 2u 1—cos 2u
» Identidades ttiles: cos® u = — senu = —

, cosh? x — senh? x = 1.
= Trabajo: W = fab F(x)dx - resorte F = kx, W = g (b* — a*) - bombeo: peso de la capa

pg A(y) dy por la distancia que sube.

A.8 Parte 3C - Integral impropia
L P b . b , b

» [ f =limy [, f - integrando no acotado en a: [, f = lim;_,,+ [; f - punto malo
interior: partir y que las dos partes converjan.

] floo i—’; converge si p > 1; fol i—x sip<l1.

A.9 Parte 4A - Métodos de integracion

= Partes: fudv =uv— fv du; eleccion de u con LIATE (logaritmo, inversa, algebraica,
trigonométrica, exponencial).

» [Inxdx =xInx —x; [ angtan x dx = x ang tan x — % In(1 + x2).

» [tanxdx = —In|cosx]; [ secxdx = In|secx + tanx|; [ cscx dx = In|cscx — cot x|.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice

E.1A - Unidad 1 - Parte A - Funciones: dominio, recorrido, inversa,
representaciones, trascendentes y modelos

Ejercicio 1A.6.1

<« volver

1. Dominio: la raiz est en el denominador: x — 1 > 0, es decir, Dy = (1, ).

2. Recorrido: vx — 1 toma todos los valores positivos, y su reciproco también: cuando
x = 1%, f(x) — oo; cuando x — o0, f(x) — 07. Como f es continua y decreciente,
Rf = (0, ).

3. Grafica:lade ix trasladada una unidad a la derecha; asintota vertical x = 1y horizontal

=
y =0.Pasapor (2,1)y (5, %)

y

Ejercicio 1A.6.2

«— volver

1. fog: f(x*+1) = Yx2+ 1. Como x> + 1 > 1 > 0 para todo x, g(x) € Dy siempre:
dominio R.

2. Recorrido de f » g: x? + 1 toma todos los valores de [1, %), y su raiz, los de [1, o). El
minimo es 1, en x = 0.

3. f-g:Jx(x*+ 1), con dominio DynDg = [0,00) N R = [0, ).

4. Recorrido de f - g: es producto de dos funciones no negativas y crecientes en [0, o),
asi que es creciente; vale 0 en x = 0 y crece sin limite: [0, o).

Ejercicio 1A.6.3

1. Dy =R\ {—%} (denominador # 0).
2. Despeje: y(3x+2)=x—1=3xy—x=-1-2y = x(By—1) =—-Qy+1),ysiy #

«— volver

1
3
2y +1
x = .
1-3y
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Apéndice B - Examenes

1 Volver al indice

B.1 Cémo seran los eximenes

Todavia no hay exdmenes publicados del Plan 2026. El programa pide un examen final como
evaluacion sumativa y no dice como es; los finales y extraordinarios de los planes 2010 y
2016 de las materias que se juntaron en esta (Calculo Diferencial, Célculo y Geometria
Analitica y Célculo Integral) traian seis problemas en dos horas, uno por tema y en un
orden fijo, sin calculadora ni formulario. Los simulacros de este apéndice siguen esa forma
con los cuatro temas del programa 2026: siete problemas, uno por cada bloque de temas,
todos tomados de examenes de los planes anteriores en temas que no cambiaron.

B.2 Simulacros

Cada simulacro retne ejercicios propuestos en el orden del programa. Resuélvelo en 2
horas y media, sin calculadora, sin formulario y sin ver el cuaderno; después calificalo
con las resoluciones del Apéndice E. El problema 6 son tres integrales, una por método,
que valen lo mismo.

Simulacro I

Problema Tema Ejercicio Examen de origen
1 Inversa de una 1A.6.4 Calculo Diferencial, 2° final 2001-2,
funcién en tipo A, problema 1
paramétricas
2 Tres limites 1B.6.4 Calculo Diferencial, ler final 2006-1,
tipo B, problema 2
3 Razon de cambio 2A6.3 Calculo y Geometria Analitica, ler
final 2020-1, tipo A, problema 3
4 Optimacién 2C.6.2 Calculo Diferencial, 2° final 2001-2,
tipo A, problema 5
5 Area entre curvas  3B.6.1 Célculo Integral, 2° final 2016-2,
problema 4
6 Tres integrales 4A.6.1, Calculo Integral, 2° extraordinario
4A.6.3, 2010-1, tipo A, problema 3, inciso a);
4A.6.6 2° final 2015-2, tipo B, problema 3,
inciso a); 2° extraordinario 2019-1,
problema 3, inciso c)
7 Intervalo de 4B.6.1 Calculo Integral, 2° final 2017-2,
convergencia problema 1

Simulacro IT
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Apéndice D - Fuentes

Apéndice D - Fuentes

1 Volver al indice

Programa de la asignatura

= Programa de estudios de Cdlculo Diferencial e Integral del Plan 2026 de Ingenieria en
Computacién (primer semestre, 10 créditos, 96 horas: 64 de teoria y 32 de practica;
obligatoria, sin seriacion antecedente). Cuatro temas: funciones y limites; derivada y
sus aplicaciones; integral definida e integral indefinida; métodos de integracion.

De él se tomaron el orden de las unidades y de sus partes, el objetivo del curso, el objetivo
de cada tema y el contenido literal de cada parte.

Examenes

Todavia no hay examenes del Plan 2026. Los ejercicios de examen salen de los examenes
de los planes 2010 y 2016 de las materias que se juntaron en esta, en los temas que no
cambiaron; son los mismos que usan Curso de Emergencia, Calculo Diferencial y Curso de
Emergencia, Calculo Integral, que los listan completos en su Apéndice D. En cada ejercicio
se cita el examen del que se adapto6 con la forma «1er final 2011-2, tipo A, problema 3»;
los de Calculo y Geometria Analitica llevan el nombre de la materia.

» Temas 1y 2 (Partes 1A, 1B, 2A y 2C): 10 examenes finales de Cdalculo Diferencial
(Plan 2010 y la version anterior de la misma materia, de 2001-2 a 2013-2) y 39 examenes
finales y 17 parciales de Calculo y Geometria Analitica (Plan 2016, de 2016-1 a 2026-2).

= Partes 2B, 3A, 3B, 3C, 4A y 4B: 112 examenes finales y extraordinarios de Calculo
Integral: 52 del Plan 2010 (de 2010-1 a 2016-2) y 60 del Plan 2016 (de 2016-2 a 2026-1),
mas los parciales del Plan 2016 para las series.

Los enunciados estan redactados de nuevo, las figuras estan redibujadas y las resoluciones
son propias; las resoluciones publicadas solo se usaron para cotejar (Apéndice C). Los
ejercicios de las secciones «Lo que agrega el Plan 2026» son propios y no llevan cita de
examen.

Bibliografia del programa

Basica

= Garcia, P., Castaiieda, J. E. y Jurado, M. Calculo diferencial e integral con geometria
analitica para ingenieria, 1.* ed., 2017.

= Larson, R. y Edwards, B. Calculo diferencial e integral, 1.* ed. Cengage, 2023.

= Smith, R. T., Minton, R. B. y Rathi, Z. A. Calculo de una variable: trascendentes tempranas,
1.2 ed. McGraw-Hill, 2019.

= Stewart, J., Clegg, D. y Watson, S. Calculo: trascendentes tempranas, 1.* ed. Cengage
Learning, 2021.

= Zill, D. y Wright, W. Calculo. Trascendentes tempranas, 4. ed. McGraw-Hill Interameri-
cana, 2023.

Los temas que el programa 2026 agrega (representacion implicita, funciones como modelos,
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Apéndice C - Fe de erratas

Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Todas las resoluciones de este cuaderno son propias. Varios examenes de Calculo Integral
de los planes anteriores traen una resolucién publicada; para cada problema usado aqui
que la tiene, se comparé con la resolucién propia, verificada con algebra computacional.
Aqui se registran las diferencias: resultados distintos, pasos que cambian el resultado y
enunciados con datos que sobran, faltan o admiten dos lecturas. No se registran las formas
equivalentes de un mismo resultado (otra constante de integracion, otra forma algebraica).
Los ejercicios propios del Plan 2026 no tienen resolucion publicada.

C.1A - Unidad 1 - Parte A - Funciones: dominio, recorrido, inversa,
representaciones, trascendentes y modelos

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.1B - Unidad 1 - Parte B - Limites y continuidad: formas indeterminadas,
limites al infinito y funciones por partes

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.2A - Unidad 2 - Parte A - La derivada: reglas, implicita y paramétrica,
tangentes y razon de cambio

2° final 2013-2, tipo A, problema 4: El enunciado pide la razén «en el instante en el
cual el esquiador se encuentra a una distancia de 3 m del punto mas bajo de la rampa».

. dx _ 4dp
Como la rampa es recta y la rapidez es constante, il
ese dato sobra; en este cuaderno se omite.

no depende del instante y

2° final 2013-1, tipo A, problema 4: El enunciado pide «una ecuacién de la recta
tangente» en el punto de ordenada %, pero la curva (y = 1 — x?) tiene dos puntos con esa

ordenada, (i%, %), con tangentes distintas. En este cuaderno se fija el de abscisa positiva
y se da también la otra tangente.

2° final 2006-2, tipo A, problema 4: El enunciado habla de «el punto P», pero hay dos
tangentes a y = x? que forman 45° conlarecta3x —y+1=0:en(~1,1) y en (i %) En
este cuaderno se dan los dos.

1er final 2005-2, tipo B, problema 2: El enunciado pide % eny =1, donde (2—’; y 2—3: se
anulan a la vez y la formula paramétrica da g. En este cuaderno se simplifica el cociente

. . . 1
antes de evaluar o se elimina el parametro (x = 1 — y?); las dos vias dan -3

C.2B - Unidad 2 - Parte B - Regla de L’Hopital: las siete formas indeterminadas

2° final 2010-2, tipo A, problema 2: En la resolucion publicada, al aplicar la regla de
L’Hopital a In cosh x/ senh x se escribe la derivada del denominador como senh x (es
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Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de convergencia, Maclaurin y Taylor

2n+1

pa— 0 X
= senhx = Zn:O W

s In(1+x) =Y w, en (—1,1].

ycoshx =Y, (’2(—:;!, enRR.

4B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Sila serie no tiene x: término n-ésimo primero; después geométrica, serie p, cociente o
Leibniz, segin su forma.

2. Si tiene x: cociente con valor absoluto, despeja |x — a| < Ry sustituye cada extremo en
la serie original.

3. Si piden Maclaurin o Taylor: busca primero una serie conocida con sustitucion; si no
la hay, haz la tabla de cuatro o cinco derivadas y busca el patrén.

4. Escribe el resultado completo: caracter con el criterio usado, suma exacta, intervalo
con corchetes o paréntesis, término general con su indice.

4B.10 Lo que agrega el Plan 2026: el criterio de la integral y las series en la
computadora

4B.10.1 Criterio de la integral

Si f es continua, positiva y decreciente en [1, ) y a, = f(n), entonces

(o] (o]

Ya v | s@a

n=1 1
tienen el mismo caracter: las dos convergen o las dos divergen. La razon es geométrica:
los términos ay, as, ... son areas de rectangulos de base 1 que caben bajo la grafica de f
desde x =1, y ay, ay, ... son rectangulos que la cubren. Si la serie empieza en otro indice,
la integral empieza en ese numero; basta que f sea decreciente a partir de algiin punto.
Cuidado: el criterio dice si la serie converge, pero no da su suma. La integral y la serie
valen numeros distintos.
La serie p. Con f(x) = ﬁ (p > 0), el criterio y la integral impropia de la Parte 3C (seccién
3C.1.1) dan la regla de la tabla de series conocidas: ), niP converge siy solosi p > 1.

Cuando usarlo. Cuando el término general es una funcién de n facil de integrar y los

criterios del cociente y de comparacién no deciden. Pasa sobre todo con logaritmos, como

Lo h;l—Z": ahi el cociente da L = 1, igual que en todas las series p, y no decide. También

nlnn
. . . . . . — 2
sirve cuando la integral sale con un cambio de variable inmediato, como en ne™ .

Ejemplo resuelto - Criterio de la integral
(o]

Determine el caracter de Z

con el criterio de la integral.

.z n=1
Resolucion.
1. f(x)= x21+ ] es continua y positiva, y es decreciente en [1, %) porque el denomi-
nador crece.
dx , b_ T T T
2. = lim angtanx|; = = — = = =: converge.
1 X2 +1 b—co 2 4 4
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1

. Intersecciones: con el eje x (y = 0), x = 4; coneleje y (x =0), y = 1.
. Area: %(4)(1) =2

11 — 9. 1

1. Punto: 173 :x—Z,P(Z,Z).

2. Pendiente: f'(x) = —%, m= —i.

3. Tangente:y—%:—i(x—2)=>y:—§+1,0x+4y—4:0.
4

5

Ejercicio 2A.6.6

«— volver

1. A= xr?, asi que dA = 27r dr.

2. Conr =20 ydr=0.02: dA = 27(20)(0.02) = 0.87 cm?.

3. Exacto: AA =  (20.02% — 20%) = 7(0.8004) cm®.

4. La diferencia, 0.00047 = 7(dr)?, es despreciable frente a dA.

Se cambio la pregunta del original, que pide la rapidez con que aumenta el area si el radio
crece a razén de 0.02 cm/s: il—'? = Zﬂr% = 0.87 cm?/s, el mismo niimero.

Ejercicio 2A.6.7 « volver

l.y=1=sen2t=1=t= % (Gnico en el intervalo). Punto (0, 1).

2. Z—J; =2cos2ty Z—f = 2cos2t(—sen2t)(2) = —4sen2tcos2t. Ent = % las dos valen 0:
la férmula da 2.

3. Se simplifica antes de evaluar (para cos 2t # 0):

d_y _ 2cos 2t _ 1
dx  —4sen2tcos2t 2sen2t’

Cuando t — %, el cociente tiende a —%.

4. Otra forma, sin el parametro: x = cos® 2t = 1 — sen® 2t = 1 — y?. Entonces j—; =-2yy
dy _ 1 _ 1 _
e T 2eny—l.

Ejercicio 2A.10.1 - Velocidad y aceleracion de un movil «— volver

1.ov(t) = s'(t) = 3t2 — 12t + 9y a(t) = v/(t) = 6t — 12.

2. Reposo: 3t2 — 12t +9 =3(t —1)(t —3) =0 =t = 1yt = 3 5. Entre ellos, v < 0: la
particula regresa.

3. a(t) =0=1=2s;v(2) = 12—24+49 = —3 m/s, la velocidad més negativa del recorrido.

Ejercicio 2A.10.2 - Una raiz ctbica con la diferencial «— volver
1. f(x)=3¥x,x=8,dx=0.12; f'(x) = Tlm asi que f'(8) = é
2. dy = f/(8)dx = % =0.01.

3. Y812~ f(8) +dy =2+0.01 = 2.01.

E.2B - Unidad 2 - Parte B - Regla de L’Hopital: las siete formas indeterminadas

«— volver

Ejercicio 2B.6.1
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Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de convergencia, Maclaurin y Taylor

for N in (10, 100, 1000):
S = sum(Rational(1l, k**2) for k in range(l, N + 1))

print (N, round(float(S), 3)) # 1.55, 1.635, 1.644
suma = summation(1/n*+*2, (n, 1, 00))
print (suma) # pi*x2/6

X = symbols("x")
print(series(log(1l + x), x, 0, 5)) # X - X¥%2/2 + ...
assert suma == pi**2/6
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2. a) Asintota vertical: en x = 0 el numerador simplificado vale —1; lim,_, o+ g(x) = E—E =
—oo y lim,_,o- g(x) = 400. La recta x = 0 es asintota vertical. En x = 1 el factor se
canceld: no hay asintota, hay un hueco.

3. Asintota horizontal: lim,_,, (l - %) =1;larectay=1.
4. b) lim,_,; XT_I = % = 0. La discontinuidad en x = 1 es evitable.

5. c) La grafica es la hipérbolay =1 — % sin el punto (1, 0).

y

4 2 2 4

Ejercicio 1B.10.1 - Una constante para la continuidad en un intervalo < volver

1. Parax # 2, f(x) = %

2. En x = 2: lim,_,5(x + 2) = 4. La funcion es continua ahi si f(2) = k = 4 (la disconti-
nuidad es evitable).
3. k=4.

= x + 2: continua en [0, 2) y en (2, 3].

Ejercicio 1B.10.2 - Diferencia de una raiz y una recta al infinito <« volver
1. Forma oo — co. Se multiplica y divide por el conjugado:

[ x*+3x—x 3x
X“+3x—x= = .
VX2 +3x+x X% +3x+x

2

2. Se divide entre x (con x > 0, \/x? = x): 3 - 3 .
Ji+d4er 1HI
X
3. El limite vale %
Ejercicio 1B.10.3 - La asintota de un modelo «— volver

~t/10 1\t/10 i
1.2 =(=z — 0 cuando t — oo, porque la base esta entre 0 y 1.
2. limy_e () = 20 + 70 0 = 20.
3. Larecta T = 20 es asintota horizontal: la temperatura se acerca a la del cuarto,
20 °C, pero T(t) > 20 para todo t.
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Apéndice A - Formulario

’ u ;o ’ u .
= (angsenu) = Ny (angtanu)’ = ——; - (angsecu)’ = e las «co» llevan
signo menos.
» Inversa: & = !
dy  dy/dx’

d (dy
ay _dayae &y _ (%)
dx  dx/dt dx? dx/dt

» Tangente y — yy = m(x — xp) - normal con —% -Ax+ By +C =0tienem = —%.

» Paramétrica:

my—m

1+mym,

= Razdn de cambio: figura, datos con signo, ecuacidn, derivar respecto a ¢, sustituir al
final.

= EsferaV = 3nr3, A = 47r? - cilindro V = 7r2h - cono V = 2712k - circulo A = 7r2.

= Diferencial: dy = f'(x)dx - f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax.

= (lInu) = "; - (@) = et - (@) = @*Inau’ - (senhu)’ = coshuu’ - (coshu) =
senhuu’ - (tanhu)’ = sech?uu’.

»y=fS&lny=glnf,y =f8 (g’ 1nf+gf7)~

] tan<p:‘ smimy = —1= ¢ = 90°.

A.4 Parte 2B - Regla de L’'Hopital
= L’Hopital (% ) g): lim § =lim g—:, derivando por separado.
f

" 0-00: fg= 7 oo — 00: comun denominador.

= y= fg: limy = elimglnf . limxﬂoo(l + %)bx = eab . limxg,o(l + x)l/x =e.

A.5 Parte 2C - Variaciéon y optimizacion

= Critico: ¢ en el dominio con f’(c) = 0 o f’(c) inexistente.

= Rolle: f continua en [a,b], derivable en (a,b), f(a) = f(b) = f’(c) = 0 para algin
c € (a,b).

= Valor medio: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = f’(c) = W para algin
c € (a,b).

= Weierstrass: continua en [a,b] = alcanza maximo y minimo absolutos. Bolzano: conti-
nuay f(a)f(b) <0 = f(c) =0 para algin ¢ € (a,b).

= f’ > 0:crece - f* < 0:decrece - f” > 0: cobncava U - f” < 0: concava N.

= Primera derivada: + — — méaximo, — — + minimo. Segunda derivada: f'(c) = 0y
f”(c) < 0 maximo, f”(c) > 0 minimo.

» Inflexion: f” cambia de signo en ¢ del dominio; punto (c, f(c)).

= Absolutos en [a, b]: comparar f en los criticos y en a, b.
- 2

= Areasy volimenes: triangulo equilatero \/Tffz - sector %l = %g,l =7 -cilindro V = 7r?h,
lateral 27zrh - cono V = 1 7R2H.

= Optimacion: objetivo, restriccion, una variable, dominio, critico, justificacion, respuesta
con unidades.
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Ejercicio 1A.10.4 - Inversa de un coseno hiperbdlico « volver

1. coshx es creciente en [0, ) con cosh 0 = 1: f es inyectivay Ry = [2, 00).

yEyP—4
2

2. Despejeconu:ex:y:u+i=>u2—yu+1:0=>u:

u=e€* > 1y se toma el signo +.
y+yyi-4 S x+x2—4 x
———; al intercambiar, f~(x) = In———— = angcosh 2> con

2 2
Df—l =[2,00)y Rf—l =0, ).

. Como x > 0,

3. x =1In

E.1B - Unidad 1 - Parte B - Limites y continuidad: formas indeterminadas,
limites al infinito y funciones por partes

Ejercicio 1B.6.1

«— volver

1. Las dos reglas son polinomios; el unico punto en duda es x = a, cona > —2.

2. Condicién 1: f(a) = a? + 4 (primera regla); se cumple.

3. Condicion 2: lim, 4 f(x) = @ + 4 y lim,_,,+ f(x) = (a — 2)%. Se igualan: @ + 4 =
a® — 4a + 4, de donde 4a = Oya=0.

4. Condicién 3: con a = 0, el limite vale 4 = f(0); se cumple. Ademas a =0 > —2.

5. Resultado: a = 0.

En el original la segunda regla se lee (x — 2)2.

Ejercicio 1B.6.2 <« volver
1. a) Forma =. En senos y cosenos:
o
cscéx sen 3x _3 sen3x 4x 1 _)§
cot3x sendxcos3x 4 3x sen4x cos3x 4
El lateral por la derecha coincide con el limite bilateral.
2. b) Forma %. Conx =13t 2y2x—16 = 2(t> — 8).
3. Diferencia de cubos:
t—2 3 1 L1 1
20— 2)(#2 +2t+4) 202+2t+4) 2-12 24
.a)3.p) L
4. Resultado: a) 4, b) T
Ejercicio 1B.6.3 «— volver

1. a) Forma %. Doble racionalizacion:
A-v5-x)(1+v5-x)=1—-(5-x)=x—4,
B-V5+x)B3+V5+x)=9-(5+x)=—(x—4).

2. Se cancela x — 4:

1-V5—x_ 3+V5+x  3+3__
3 Vstx  14v5-x  1+1
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Apéndice A - Formulario

2

sen 2

x = %(1 — cos 2x); cos® x = %(1 + 08 2x); 1 + tan® x = sec® x; 1 + cot? x = csc? x.
2 —x_1 . 2 —x,1

[ sen xdx—12 4sen2x,fcos xdx =3 + 7 sen2x.
fsec3xdx:E(secxtanx+ln|secx+tanx|).

= Sustitucién trigonométrica: \Va®? — x> — x = asen6; ya® +x> —> x = atan6;
xi a? —> x = asec@

u
= fm angtan f\/i—angsen A m —angsec—

du

=ln‘u+ u® +a?|.
- f Vul+a?
. . A . A, Bx+C
= Fracciones parciales: — por factor lineal; —~ +---+ - por factor repetido; Po—
x—r x—r ( ) x*4+px+q

por cuadratico irreducible.

Adx _ A xdx _ _1 2
-[(x—r)z T ) Xq T 2 In(x® +g).

A.10 Parte 4B - Sucesiones y series

Término n-ésimo: lima, # 0 = Y, a, diverge.
Geométrica: Z:o:l a1l = 1L—r si|r] < 1; diverge si |r| > 1.
Serie p: ), — L converge siy solosi p > 1.

an+1

Cociente: L = lim ; L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide.

an

, a . ,
Comparacion en el limite: lim -2 = ¢ € (0, c0) = mismo caracter.

b'l
Integral: f continua, positiva y decreciente, a, = f(n) =
caricter.

Leibniz: 3(~1)""b, converge si b, decrece y b, — 0.
o f
Taylor flx) = f (a)(
== =¥ Ox en( 1, l)
=YX E’ enR.

_ 0 (71)nx2n+1
senx =y, N

cos X = Yulo - (12)”),% enR.

2n+1

senhx =Y, @D ycoshx =Y ", (2n)" nR.
In(1+x) = anl (1)# en (—1,1].

Ya,y floo f tienen el mismo

— a)"; Maclaurin con a = 0.

._.

,en R.
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Ejercicio 1A.6.4

1.

aos o

Ejercicio 1A.6.5

Cony = % la ecuacién queda 0 = _§: no hay x. Entonces Ry = R\ {%} y para cada
otro y hay un tnico x: f es inyectiva
Intercambio: f~ I(x) = 2x+ , con Df 1 =Ry =R\ { }y RJH =D =R\ {——}

—3x
S ()= -

Comprobacién: f(0) = —=

«— volver

o

= 7
T3

\l9 x2, x € [0, 3], con recorrido [0, 4].

Forma cartesiana: cost = § sent = % y =1.Conx >0,y >0 es el cuarto

Lolel
=

de elipse del primer cuadrante: y =

. Inyectividad: en [0, 3], 9 — x2 decrece, asi que f es decreciente: tiene inversa.

. 9% _ 9 3
Despeje: x> =9 — % = (16 — y*) y, como x > 0, x = V16— ¥2.
Inversa: f~!(x) = %\/16 —x2, con D1 = [0,4] y Rp-1 = [0,3].
2
Graficas: f va de (0,4) a (3,0); {1, de (0,3) a (4,0): el cuarto de la elipse )16—2 + % =1

«— volver

. Dominio: cosht es creciente para ¢t > 0, con cosh 0 = 1y sin cota superior: x € [1, ).
. Recorrido: senht es creciente, senh 0 = 0 y sin cota: y € [0, o).

1
2
3.
4

2
Forma cartesiana: con cosh® — senh®t = 1, x% — yz =1.Como y >0,y =2yx% — 1.
2
Y

. Gréfica: mitad superior de la rama derecha de la hipérbola x? — 7 = 1: empieza en el

vértice (1,0) y se acerca a la asintota y = 2x.
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Apéndice B - Examenes

Problema Tema Ejercicio Examen de origen
1 Inversa de una 1A.6.3 Calculo y Geometria Analitica, ler
racional parcial 2025-1, tipo C, problema 2
2 Asintotas y limite ~ 1B.6.6 Calculo y Geometria Analitica, 2°
final 2025-1, tipo A, problema 2
3 Recta tangente a 2A.6.1 Calculo Diferencial, 2° final 2013-1,
una curva tipo A, problema 4
paramétrica
4 L’Hopital, forma 2B.6.1 Calculo Integral, 2° final 2020-1,
1% problema 2
5 Valor medio y 3A.6.5 Calculo Integral, 2° extraordinario
teorema del valor 2012-2, problema 1
medio
6 Tres integrales 4A.6.2, Calculo Integral, ler extraordinario
4A.6.5, 2015-1, problema 3, inciso a); 2°
4A.6.7 extraordinario 2012-2, problema 3,
inciso a); ler final 2018-2, tipo A,
problema 3, inciso c)
7 Serie de 4B.6.5 Calculo Integral, 1er final 2017-2, tipo
Maclaurin A, problema 1

Después del simulacro. Con 60 o mas en los dos simulacros, estas listo para el examen.
Si un problema falla, vuelve a su parte y resuelve otra vez sus ejercicios de examen. Para
practicar mas, cada parte tiene otros propuestos de examenes en el mismo formato; la inte-
gral impropia, por ejemplo, esta en el ejercicio 3C.6.1 (Célculo Integral, 2° extraordinario
2010-1, tipo A, problema 2).
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Apéndice D - Fuentes

sumas de Riemann con software, trabajo mecanico, criterio de la integral y visualizacién
de series) se redactaron con estos textos, que los tratan en sus capitulos de funciones, de
aplicaciones de la integral y de series infinitas; los ejercicios de esas secciones son propios.

Software

= SymPy, biblioteca de Python para matematicas simbdlicas (https://www.sympy.
org). Los recuadros «Con la computadora» la usan; su cédigo corre tal cual y comprueba
el resultado impreso. Con la biblioteca matplotlib, sympy . plot dibuja las graficas.

La notacién de este cuaderno (ang sen x, ang tan x y ang sec x para las trigonométricas

inversas; senh x y cosh x; «ordenada media»; [¥?] y [¢®] para las unidades de area y
volumen) es la de los enunciados de los exadmenes.
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Apéndice C - Fe de erratas

cosh x); con eso se obtiene limIn y = 1 y el resultado e. El limite verificadode Iny es 0 y
el valor verificado del limite es 1.

C.2C - Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio, analisis de la
grafica y optimacion

1er final 2005-2, tipo B, problema 6: El enunciado no dice qué caras tiene el recipiente;
la figura dibuja todas las aristas del prisma. En este cuaderno se toma el prisma cerrado

(dos triangulos y tres rectangulos), con L = /6 + 3v/2 m; si la cara de la hipotenusa fuera
abierta, resultaria L = ¥6 m.

C.3A : Unidad 3 - Parte A - Integrales definida e indefinida: sumas de Riemann,
valor medio, teorema fundamental e inmediatas

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.3B - Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco,
volumen de revolucién y trabajo

2° extraordinario 2015-1, problema 4: En la resolucién publicada la curva de la derecha
aparece como x = y° —2y en lugar de x = 2y — y?, y el integrando queda (y? — 2y) — (y% -
4y) = 2y; el area coincide por casualidad, 9 [u?], pero el integrando verificado es 6y — 2.
La ecuacién de los cortes aparece como 2y? — 6 = 0; la verificada es 2y% — 6y = 0.

C.3C : Unidad 3 - Parte C - Integral impropia: convergencia y divergencia

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.4A - Unidad 4 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustituciéon
trigonométrica y fracciones parciales

1er final 2010-2, tipo A, problema 4, inciso a): En la resolucion publicada se integra
¢* sen x en lugar de ¢?* sen x y aparece —%(cos x — senx) + C; para el integrando del

. . 1
enunciado, el valor verificado es gezx (2senx — cosx) + C.

2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso b): En la resolucion publicada se toma
v = x% para dv = x dx y aparece x? ang sec x — Vx% — 1 + C, el doble del resultado; con

2 2
. 1
v = % el valor verificado es x? angsecx — 5\/x2 —-1+C.

ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso b): En la resolucién publicada, con las
constantes correctas A = 1, B= —1, D = 1, el resultado aparece como In(x — 1) + In(x —
2) + ﬁ + C; el valor verificado es In|x — 1| = In|x — 2| — ﬁ +C.

ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso a): En la resolucion publicada el re-
sultado aparece como %xz(ln x)? — %x Inx + Al}x2 + C; el segundo término verificado es

_1.2
% Inx.
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Apéndice C - Fe de erratas

C.4B - Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de
convergencia, Maclaurin y Taylor

2° final 2018-1, problema 1: En la resolucién publicada la derivada de orden n aparece

como f(”)(x) = @ %; el signo verificado es (—1)"*! (por ejemplo, f7(0) = % > 0).

La serie final publicada si es la correcta.

ler final 2017-2, tipo A, problema 1: En la resolucién publicada el resultado enmarcado

1 . P 1 . .
es 5 Yoo (n+ 1)x", que omite el término constante 2 el resultado verificado empieza en

1 o . . : s
n=0: 5 Y,—o(n+ 1x", como en el renglén anterior de la misma resolucion.
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